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Definiciéon

Un nudo es un encaje del circulo S* en el espacio tridimensional R3.
Un enlace es la unién disjunta de circulos encajados en R3.
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Definicién

Dos nudos K1 y Ko en R3 se denominan equivalentes si es posible
deformar Ky en Ky sin romperlo.
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Diagramas
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Diagramas
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Definicién

Si se puede deformar un diagrama regular D en uno D' mediante un
niimero finito de movidas de Reidemeister o sus inversas, entonces se dice
que D y D' son equivalentes.

O o &
T
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Nudos equivalentes

Teorema (Reidemeister)

Dos nudos son equivalentes si y solo si sus diagramas son equivalentes.
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Nudos equivalentes

Teorema (Reidemeister)

Dos nudos son equivalentes si y solo si sus diagramas son equivalentes.

{Nudos}={Diagramas médulo las movidas de Reidemeister}
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Nudos equivalentes

Teorema (Reidemeister)

Dos nudos son equivalentes si y solo si sus diagramas son equivalentes.

{Nudos}={Diagramas médulo las movidas de Reidemeister}
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Invariantes de enlaces F: {enlaces} — E

Definiciéon

Un invariante de un enlace es una funcién que toma a un enlace como
entrada y como salida a una estructura matematica, tal como un nimero,
un polinomio o un grupo. La estructura asociada tiene el mismo valor para
enlaces equivalentes.
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Invariantes de enlaces F: {enlaces} — E

Definiciéon

Un invariante de un enlace es una funcién que toma a un enlace como
entrada y como salida a una estructura matematica, tal como un nimero,
un polinomio o un grupo. La estructura asociada tiene el mismo valor para
enlaces equivalentes.

Si las estructuras asociadas a dos enlaces son distintas entonces los

W
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Tabla y clasificacion
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D. P. Fielden, Stephen & A. Leigh, David & L. Woltering, Steffen. (2017). Molecular Knots, Angewandte Chemie International

21

Edition, 56, 37 (11166-11194).
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Definicién

Un nudo que posee un diagrama alternante es llamado un nudo
alternante, de otro modo es llamado no alternante.

~

& U

Diagrama alternante Diagrama no alternante
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Definicién

Un nudo que posee un diagrama alternante es llamado un nudo
alternante, de otro modo es llamado no alternante.

~

& U

Diagrama alternante Diagrama no alternante

En 2015 Greene y Howie, de manera independiente, dieron una
caracterizacién de los nudos alternantes.
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Diagramas equivalentes de nudos alternantes

01

® & 0000
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Diagramas equivalentes de nudos alternantes

01

® & 0000

31

D5y &
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Polinomio de Alexander A(L;t) € Z[ti%]

Definicién

El polinomio de Alexander de un enlace orientado L es obtenido por:

0 A(0)=1
© A(Ly) ~ A(L-) = (£ — 2)A(L)
Donde (L4, L_, Ly) es una madeja triple.

@ Q¥ @

Ly

W)
Ejemplo: \> =1+ (t% - t_%)2
=t—1+t1L
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Polinomio de Alexander A(44; 1)

AO;t) =1

@ AL ) =AW — (¢~ DAy

t2—t

CQ @@
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Polinomio de Alexander A(44; 1)

AO;t) =1

@ AL ) =AW — (¢~ DAy

(t% — t—%

S @)N@

NGRS

Q@@
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Polinomio de Alexander A(44; 1)

AO;t) =1

@ AL ) =AW — (¢~ DAy

t2—t

CQ @@

NGRS

Q@@

A(L) = A(L) (82 — t72)A(Ly)
:1—(r% —t‘%)A(LO)
:1—(t% —t‘%)(o—i—(t% —t‘%))
:1_(15%_15—%)2
=—t+3—t1!
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Teorema

Supédngase que K es un nudo alternante y
Ax(t) = a_mt ™4 a_mp1t ™ 4+ g t"

es su polinomio de Alexander con a,, # 0 # a_p,. Entonces
Q a_m,a_mt1,---,am son distintos de cero;

Q Jos signos de dos coeficientes consecutivos alternan, i.e.,

ajai+1 <0 (i:—m,—m+1,...,m—1).

Si K es un nudo tal que su polinomio de Alexander no cumple (1) o (2),
entonces es no alternante.
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Polinomio de Jones V(L; t) € Z[F2]

El polinomio de Jones de un enlace orientado es caracterizado de la
siguiente manera:

0 V(O)=1
Q t V(L)) —tV(L ) = (Y2 — t YV2)U(Ly)

donde (L4, L_, Lg) es una madeja triple.

g @ Q
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Polinomio de Jones V(L; t) € Z[F2]

El polinomio de Jones de un enlace orientado es caracterizado de la
siguiente manera:

0 V(O)=1
Q t V(L)) —tV(L ) = (Y2 — t YV2)U(Ly)

donde (L4, L_, Lg) es una madeja triple.

g @ Q

=t+ 88— t*

)

Ejemplo:
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Polinomio de Jones V(L; t) € Z[F2]

El polinomio de Jones de un enlace orientado es caracterizado de la
siguiente manera:

0 V(O)=1
Q t V(L)) —tV(L ) = (Y2 — t YV2)U(Ly)

donde (L4, L_, Lg) es una madeja triple.

g @ Q

=t+ 88— t*

)

Ejemplo:

Si K es un nudo alternante, entonces

max deg Vi(t) — min deg Vk(t) = cr(K)

|
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Determinante de un enlace det(L)

o El determinante de un enlace puede ser definido como el valor
absoluto del polinomio de Alexander en —1 y como el polinomio de
Jones en —1.

o El determinante es el orden del primer grupo de homologia de la doble
cubierta ramificada del complemento del enlace.

det(L) =|H1(X2)|
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Polinomio de Conway V,(2)

O Vi (2) = Vi (2)=2V(2)
Q Vo(z) =1

donde O es el nudo trivial y (L, L_, Ly) es una madeja triple de enlaces

orientados.
L. L Lo
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Polinomio de Conway V,(2)

O Vi (2) = Vi (2)=2V(2)
Q Vo(z) =1

donde O es el nudo trivial y (L, L_, Ly) es una madeja triple de enlaces

orientados.
L. L Lo

1 1
Cambiando variables z= (t2 — t~2) se tiene el siguiente resultado.

Teorema (Murasugi)

1 1
Sea L un enlace orientado, entonces A(t) = V (t2 —t 2)
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Polinomio de Conway V,(2)

O V1. (2) = VL (2) =2Vi(2)
Q Vpo(z=1

donde O es el nudo trivial y (L, L_, Ly) es una madeja triple de enlaces

orientados.
L. L Lo

1 1
Cambiando variables z= (t2 — t~2) se tiene el siguiente resultado.

Teorema (Murasugi)

1 1
Sea L un enlace orientado, entonces A(t) = V (t2 —t 2)

|AL(=1)] =[V(20)].
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Definicién

Un n-ovillo es un par (B3, T) donde B® es una 3-bola y T es una
subvariedad uno-dimensional con frontera no vacia, la cual contiene n
arcos y satisface 0T = TN OBS.

Diagramas de 2-ovillos
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Concatenacién de ovillos.

5 S, S1+ 5
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Concatenacién de ovillos.

(OO O/ O

S1+5

Denotamos las cerraduras del ovillo S como SNy SP.

R
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Existen formulas para calcular el polinomio de Conway de SV y SP cuando
S es la concatenacién de dos ovillos.

Lema (Giller 1982)

Visisnd = Vsul@)Vso(2) + Vso(2Ven(2) 1)
Vs = Vep(2)Vsp(2) (2)

0V =0,00"=1,0P =1,00P = 0.
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Sea ¢(S) el nimero de componentes cerradas en el ovillo S, entonces

SiS= :O: es un 2-ovillo alternante, entonces

sign(V sn(21))sign(V gp(2i)) > 0

sign(V gn(21))sign(Vsp(2i)) < 0

(

\

(

si S es del tipo 1a o 2b
ye(S)=0 mod (2);

si S es del tipo 1b o 2a
ye(S)=1 mod (2).

si S es tipo 1a 0 2b
ye(S)=1 mod (2);
si S es del tipo 1b o 2a

ye(S) =0 mod (2).
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Teorema

Existe una familia de pares de nudos alternantes (K, K') donde K no tiene
bigonos y K’ tiene un bigono, con cr(K) = cr(K’) tal que det(K) < det(K').

Sin bigonos
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det((S1+S2)") = [(Vsn(20)(1753) + (V s0(27))(9281)|
det((S1+ 52)N) = |(Vsp(20)(~1755) + (V 5p(27))(~972i)

Guevara Hernandez Familias de nudos e invariantes numéricos 12/2024



det((S1+$2)) = |(Vp(20)(1753) + (V5p(21))(9280)
det((S1+32)") = |(Vp(20)(~1755) + (¥ 5p(20))(~9721)

Si (S1+ S)Vy (51 4 52)V son nudos alternantes con S, y S, del tipo 2b
entonces 57 es del tipo 1b.
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det((S1+$2)) = |(Vp(20)(1753) + (V5p(21))(9280)
det((S1+32)") = |(Vp(20)(~1755) + (¥ 5p(20))(~9721)

Si (S1+ S)Vy (51 4 52)V son nudos alternantes con S, y S, del tipo 2b
entonces 57 es del tipo 1b.
ng"(2’.) =X, VSID(2i) = yi con xy < 0.
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det((S1+%2)") = |(Vsu(20)(1753) + (V 5p(20)(9281)
det((S1+52)") = |(V5u(20)(~1755) + (V 5p(20))(-072)

Si (S1+ S)Vy (51 4 52)V son nudos alternantes con S, y S, del tipo 2b
entonces 57 es del tipo 1b.
ng"(2’.) =X, VSID(2i) = yi con xy < 0.

det((S1 + S2)") = |(x)(1753) + (yi)(9281)]
det((S1+ S)V) = |(x)(—1755) + (yi)(—972/)|

det((S1 + S2)V) < det((S1 + $)M)
O
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3-ovillos
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3-ovillos

Al
4
1%
%

¥

6
V(T) = Z piV(xi) , where p; € Z[Z].
=1
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3-ovillos

Al
4
1%
%

¥

6
V(T) = Z piV(xi) , where p; € Z[Z].
=1

Ejemplo: Vv <§E) =V (25) - 2v (94).
pr=p2=ps=ps =0, p3=1and py = -z
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Cerraduras Ni(T) j=1,.

Ui@)@i&i

v(T) = zp, () entoncesV(ij)zgpfvuvj(x,-)).
My(xi- ) = Ni(T).
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si V(T1)=§lefv(><i) y V(Tz)=§:lq,-wx,->,

entonces

V(Ty To) =
(P1q1 + P3a3)V(x1)
+(P1g2 + P2G1 + P2Ga + P3Ga + PsGa + Psqs + zpsqa) V(X2)
+(P1g3 + p3g1 + 2p3q3) V(X3)
+(P19a + P3G2 + Paq1 + PaGa + Peg2 + 2P3Ga + Peqs + 2psqa)V(xa)
+(p19s + 293 + P26 + P3ds + Psq1 + Psqs + zpsqs + zpsgs) V(Xs)
+(P196 + P39s + Paqs + Pags + Peq1 + Peds + 2p3Ge + 2Psq3 + 2Psds)V (Xe)

6

6
V(N(Ty- T2)) = > pi V(N(T2)) = Y ai V(N(T0))-
i=1

i=1
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@L\ A LX)

T(21+1,2n1,2my, ..., 2n,,2m;) - c- £2K)
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Ni(T (214 1,2n1,2m1, ..., 2n,,2m,) - ¢ - %K)

12/2024



QX
.)_

Ni(T (214 1,2n1,2m1, ..., 2n,,2m,) - ¢ - %K)
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Ni(T (214 1,2n1,2m1, ..., 2n,,2m,) - ¢ - %K)
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o™

Ni(T (214 1,2n1,2m1, ..., 2n,,2m,) - ¢ - %K)

s
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‘\N\\/\\ /\\

Ni(T (214 1,2n1,2m1, ..., 2n,,2m,) - ¢ - %K)
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LT,

Ni(T (214 1,2n1,2m1, ..., 2n,,2m,) - ¢ - %K)
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Ni(T (214 1,2n1,2m1, ..., 2n,,2m,) - ¢ - %K)
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@L\ﬁ X000 &\ﬂ/jj))

T(21+1,2n1,2my, ..., 2n,,2m;) - c- £2K)

12/2024



Nudos no alternantes

Corolario

6
Sea T un 3-ovilloy ke N. SiV(T) =>_ piV(xi)
i=1

entonces,

V(Ni(T-E%)) = p1V(N1(E29)) + psV(N3(E%X)) + V(N1 (T)).

Para k € NU {0} tenemos que
A(M(EH) = —~(t*+ ) +2,
A(Na(£29)) = (£ 0+D) — ¢43) 83 — 3.
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Para todo | € NU {0} y k € N los nudos Ny(T(2/+ 1) - c- £2) son no
alternantes.

Teorema

A(N(T(21+ 1) - c- £2K))

-1

= [ A+ (1)

i=1
+(t_(/+1) + t(/—i—l))
+(t_(/+k) + t(l—i—k) - t—((l+k)+1) o t((l+k)+1)). (3)
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Cambio de cruce

Guevara Hernandez Familias de nudos e invariantes numéricos



Cambio de cruce
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Cambio de cruce

Ejemplo:

& D

31
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Cambio de cruce

Xoe X

Ejemplo:

31

s & =
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Cambio de cruce

Xoe X

Ejemplo:

31

a7 & =
D
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Cambio de cruce

Xoe X

Ejemplo:

31

a7 & =
D
u(31) = 1.
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Cambios de cruce en un digrama
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Cambios de cruce en un digrama

(S
55

J—
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Cambios de cruce en un digrama

55
SIS
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Cambios de cruce en un digrama
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Dealternating number dalt

Definicién (Adams et al., 1992)

El nimero de dealternancia de un diagrama D, dalt(D), es el ndmero

minimo de cambios de cruces necesarios para transformar D en algiin
diagrama alternante.

El ndmero de dealternancia de un enlace L se define de la siguiente
manera:

dalt(L) = min {dalt(D) | D es un diagrama de L}.
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Dealternating number dalt

Definicién (Adams et al., 1992)

El nimero de dealternancia de un diagrama D, dalt(D), es el ndmero

minimo de cambios de cruces necesarios para transformar D en algiin
diagrama alternante.

El ndmero de dealternancia de un enlace L se define de la siguiente
manera:

dalt(L) = min {dalt(D) | D es un diagrama de L}.

N
A
dalt(D) = 1 dalt(D) = 6
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Alternation number alt

Definicién (Kawauchi, 2010)

El ndmero de alternancia de un diagrama D es el ndmero minimo de
cambios de cruce necesarios para transformar D en algin diagrama
(posiblemente no alternante) de un enlace alternante.

El nidmero de alternancia de un enlace L se define de la siguiente manera:

alt(L) = min {alt(D) | D es un diagrama de L}.
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Alternation number alt

Definicién (Kawauchi, 2010)

El ndmero de alternancia de un diagrama D es el ndmero minimo de
cambios de cruce necesarios para transformar D en algin diagrama
(posiblemente no alternante) de un enlace alternante.

El nidmero de alternancia de un enlace L se define de la siguiente manera:

alt(L) = min {alt(D) | D es un diagrama de L}.

alt(L) = dalt(L) = 0 si y solo si L es alternante.
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Invariantes

wikn(K) =2 < g7(K) dalt(K)

VI VI

|UK;5K| < a/t(K) < U(K)

IN

A

win(K): el ancho de la homologia de Khovanov;
g7(K): género de Turaev;

dalt(K): nimero de dealternancia;

alt(K): ndmero de alternancia;

o(K): la signatura;

s(K); el Rasmussen s-invariante;

u(K): ndmero de desanudamiento.

win(K) — 2 < gr(K) [Champanerkar et al., 2007] and [Champanerkar and Kofman,
2009];

g7(K) < dalt(K) [Abe and Kishimoto, 2010] ;

M < gr(K) [Dasbach and Lowrance, 2011];

o= < a/t(K) [Abe, 2009].
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alt(K) y dalt(K)

[G., 2017] Para cada n existe una familia infinita de nudos hiperbc')licos
DS, tal que si K € DS, entonces alt(K) = 1y dalt(K

Boongoocx: y\J
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alt(K) y dalt(K)
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oo d
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alt(K) y dalt(K)

[G., 2017] Para cada n existe una familia infinita de nudos hiperbdlicos
DS, tal que si K € DS, entonces alt(K) = 1y dalt(K) = n.

BN e
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alt(K) y dalt(K)

[G., 2017] Para cada n existe una familia infinita de nudos hiperbdlicos
DS, tal que si K € DS, entonces alt(K) = 1y dalt(K) = n.

/

AN
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alt(K) y dalt(K)

[G., 2017] Para cada n existe una familia infinita de nudos hiperbdlicos
DS, tal que si K € DS, entonces alt(K) = 1y dalt(K) = n.

A

AT
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Gracias por su atencién.
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