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. Como la teoria geométrica de grupos nos ayuda
a encontrar propiedades topologicas de los

nudos ?




Danzas que mueven
el aire

(Grupo modular de una superficie)

Trenzas

Juegos de espejos

(Grupos de Coxetery Artin)




Trenzas geometricas : hilos trenzados
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El conjunto de trenzas identificadas por isotopia tiene la estructura de grupo
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Una presentacion del grupo de trenza
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El problema de la palabra:
Encontrar un algoritmo que nos diga
cuando dos palabras representan el
mismo elemento

1
%)

BEIN

Artin 1925
Garside 1985
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El problema de conjugacion:
Encontrar un algoritmo que nos diga
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De las trenzas a los nudos:
Alexander, Markov (Birman)
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Estabilizacion
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T. Markov. La clausura de dos trenzas

\/ { == =) corresponden al mismo nudo siy solo si las
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( G )\_ Figure Eight Knot = e movimientos:
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i ) Lu,é; 1) A ~ Acg,, donde A € B,, (estabilizacién)

Z2) AB ~ BA (conjugacion)

Conjugacion ABA™' ~ B equivalentemente


https://www.youtube.com/watch?v=sitZ0kO3uvg&list=PLyxHTRWELFBoijzAvXTDOLIF5yfkwN4wZ&index=3

El sueno de Emil Artin

Nudos
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Un invariante es una FUNCION del conjunto de nudos —
identificados por isotopia a un espacio conocido (generalmente
un algebra)

* Hasta 1925 se conocian mu y pocos invariantes de nudos, solo
el altimo y mas fuerte el Polinomio de Alexander.

 Emil Artin en 1925 define las trenzas con la esperanza de poder
estudiar los nudos desde una perspectiva algebraica.



aughan jones
1985 — Medalla Fields

Invariantes polinomiales de nudos

UB,>UA4, - A4

T es unarepresentacion del grupo en un algebra de nudos

Tr, es una familia de funciones de las algebras que es compatible
con la representaciony cumple:

T

Tr,

Tra(aB) = Tr(Ba) yTrpeqi(aoy) =zTr(a)

Estas familias de funciones son llamadas Trazas de Markov

Después de una reescalaamiento la composicion
p(a):=Trpq o (a)

nos da un invariante polinomial

Knot algebra

Invariant

Temperley—Lieb algebra
Iwahori—Hecke algebra

BMW algebra

B—-type & affine Hecke algebras
Singular Hecke algebra

Rook algebra

Jones polynomial & bracket polynomial
HOMFLYPT polynomial

Kauffman polynomial

Lambropoulou invariants

Kauffman—Vogel & Paris—Rabenda invariants
Alexander polynomial

TaBLE 1. Examples of knot algebras.



Trenzas como danzas

Santiago Zacatepec Mixe, Oaxaca, mayo 2019

La estela de los danzantes es una trenza
con listones tendidos en el corazon de los pueblos



La danza es parte de nuestra cultura

cComo podemos estudiar la danza
matematicamente?
Las trenzas de alguna manera
cComo podemos estudiar las trenzas
matematicamente?

guardan la memoria de la danza

IO

PODPDPPPPPPPP PP PP PP 0000 PP PP 00P0000000P.

SRR R R R ot A A iR R ot R
B BB BB BEBEBEBES

R R A A A
SRR

o N, N, N, N, N, N, N, N, N, N,

NN NN NI NN NI NN NN NN NN NN NN NN NN NN

A DSOS

A R I I S I I G SIS
AR A A A A A A A A A A A A P A A A A A A A A A A A
I NN N VN M W M N N N N N N NN M NN N N NN W




El grupo modular del disco con puntos marcados

Ho\m.w‘\'( an\ = )L(P FDQ'—&-) \D?‘ , \Q(Qm\TQn | KP\C;)\DQ::\C!\ S

QdﬂMpS &-JOMN J,oc \\ermb)‘
(Cow\.o ),05 lu}os )

| H: 0,47 x Homue ¥ (DA — oo™ (Dn)

) ) o o © @
ul b

S

Qaduaq_—e_LsaToP\o\ e Yo ®)

Do (D0 @) Mo (Dn) = HomesTa)/L,




. NNN N '\'\ ‘\'\ '\’\ ‘\'\ ‘\'\
El grupo modular del disco con puntos marcados = Grupo de trenzas :5:’I/\:\,\,\ﬁ’:&/\%\521/&\’\@,\:\@»\@\ /\\ »@\»@5\;{;

Mod (Do) = Mod (D) =4S

AN \.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\. \.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\.\
% El +Mc-o o a?-\x,)comde/

Videos de Esther Dalvit — visiten su canal de Youtube

U"t\"'(i-ﬁ \'x,lcl'm'-tj
HH@): \xte T4 | uWA, ‘}TCM?’GA-% wa ‘Jm dQ,}\IWD‘kP\’a\.



[8l Havey, 69 Horer | B7F Tuanov |

Co (MDY )

ik ap = twvan wsomiiads g3 mplun,
s H* no 5t Pl eeno oM frandez.

ﬂﬁ \O l%o}o/(oTcM o N (6\/\/\—}'0 mo\fcad&o~

A(\Zﬁ“(xs g Ho\? waw or T ondee Aoy cwvas  (Sm O\Jl‘?ﬂw‘”l‘)/J
2& (0\,[’03 =0 ;e % (M&V\A\‘]r@\/\ YﬁerMLW\% J\TSOW\’JLDS

——




nemnte

%,q/o mé,*ﬁ Cen

MDY N C D)

e
Qo @&




UMTﬁicadu;\ de N huv shm M%M%M
Tlodu ‘h‘eﬂgq Wt om &\cozwxo\ M&{WM Mlﬁcw\n

O £ P@de/drcq . I 3 P Lot s awn.
(2) £s reducible - ¥ 1o wezdew dlgme podte dod Furd s
@ s PSUA&O)(V\DKD\/-l 41 W\{{}&m g@&o LQ -JKQM'\C)\O



Dada una trenza, me puedo hacer las siguientes dos preguntas:

A):;como puedo distinguir qué tipo de trenza tengo?

B) ;Queé tipo de informacion me puede dar sobre el nudo que obtengo?

Usaremos geometria y combinatoria de los grupos de trenzas



Teoria de Garside en grupos de trenzas
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Tenemos que

9 Bn =( 01, .+,0n—1
0;0; = gjo; si|i—j| = 2;

0;0;410; = Oj4+1 0; Oj41 )

> S, =8B,/ <(Ji2>>

0:B,—- S,



Teoria de Garside en grupos de trenzas

Tenemos que

> B, =(0y,..,001| 010; = gj0; sili—j|=2;
0,0;410; = Oj+1 0; Oj+1 )

> Su=By / (o))

[Tits] Todas las expresiones reducidas estan
relacionadas por movimientos de trenzas

. 1 21321 2 3 1




Teoria de Garside en grupos de trenzas

Tenemos que

> B, =(0y,..,001| 010; = gj0; sili—j|=2;
0,0;410; = Oj+1 0; Oj+1 )

> Su=By / (o))

[Tits] Todas las expresiones reducidas estan
relacionadas por movimientos de trenzas

. 1 21321 2 3 1




Teoria de Garside en grupos de trenzas

Tenemos que
9 Bn = ( 01, .,0n_1

0;0; = gjo; si|i—j| = 2;
0;0;410; = 0j4+1 0; Oj41 )

> Su=By / (o))

[Tits] Todas las expresiones reducidas estan
relacionadas por movimientos de trenzas

. 12 321 31




Teoria de Garside en grupos de trenzas

Tenemos que
9 Bn = ( 01, .,0n_1

0;0; = gjo; si|i—j| = 2;
0;0;410; = 0j4+1 0; Oj41 )

> Su=By / (o))

[Tits] Todas las expresiones reducidas estan
relacionadas por movimientos de trenzas

. 12 3 2 1 31




Teoria de Garside en grupos de trenzas

Tenemos que
9 Bn = ( 01, .,0n_1

0;0; = gjo; si|i—j| = 2;
0;0;410; = 0j4+1 0; Oj41 )

> Su=By / (o))

[Tits] Todas las expresiones reducidas estan
relacionadas por movimientos de trenzas
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Teoria de Garside en grupos de trenzas

Tenemos que
9 Bn = ( 01, .,0n_1

0;0; = gjo; si|i—j| = 2;
0;0;410; = 0j4+1 0; Oj41 )

> Su=By / (o))

[Tits] Todas las expresiones reducidas estan
relacionadas por movimientos de trenzas

¥




Teoria de Garside en grupos de trenzas

Con este orden los grupos de Coxeter forman una reticula
((i.e. Va,b € W A3 mcd(a, b), mcm(a,b)))




Teoria de Garside en grupos de trenzas

Dadaunatrenzab € B;}

Con este orden el grupo simétrico forma una reticula

((i.e.Va,b € W 3 mcd(a,b), mcm(a,b)))
by = mcd(A,b) =>b = b;b;

b, = mcd(A, b)) =>b = bbb}

Este orden lo podemos extender al monoide de las trenzas
positivas B,

b = byb, ...b,

V € B,, exisistenk € Zy wy,...,wy € §,, tales que

B = A t(wi)T(W;) + T(Wi) b<ASDbET(Sy)

Garside — Brieskorn+Saito - Deligne




Teoria de Garside en grupos de trenzas

Solucion al problema de la palabra (Garside)

Solucién al problema de conjugacion (Garside/GonzalezMeneses-
Franco-Birman)

Permite distinguir el tipo de trenza a la Thurston
(GonzalezMenes-Wiest-Calvez)

El piso de Dehornoy  [B]p
B<1 A CEFD < B <, A72IE] 1<, B A2 <, B <, AZIBI+2




Un nudo se dice primo si no se puede expresar como la
suma conexa de dos nudos

Elgénero de un nudo es el género minimo de sus
superficies de Seifert

Clasificacion de Thurston de nudos:
1) Nudos toroidales
2) Nudos satélites

3) Nudos hiperbdlicos




El piso de Dehornoy  [B]p
B<1 ATCUID < p < A2 1< B A2 < <y A2151F2

Un nudo se dice primo si no se puede expresar como la

>2 = :
suma conexa de dos nudos [Blp =2 => cl(p) es primo

Elgénero de un nudo es el género minimo de sus

superficies de Seifert [B1p < g(cl(B)) +1
Clasificacion de Thurston de nudos: Sea [B]p = 3 entonces
1) Nudos toroidales 1) cl(pB) toroidal & f es periddica
2) Nudos satélites 2) cl(p) satélite & S esreducible
3) Nudos hiperbdlicos 3) cl(B) hiperbdlico <& [ es pseudoAnosov




Construir mas puentes entre la combinatoria de los grupos de trenzas y la topologia de sus nudos

Otros enfoques para los grupos de trenzas

Otras presentaciones para los grupos de trenzas
(duales + conglomerado)

Otros o6rdenes para los grupos de trenzas

Generalizaciones de los grupos de trenzas

Grupos de Artin / Coxeter
Grupos de trenzas en superficies

Grupos modulares de superficies

Construir otras algebras de nudos para definir invariantes polinomiales




Publicidad - invitacion

Decima

Escuela

Oaxaquena

de Matematicas Gl

Unidad Oaxaca del Instituto de Matematicas de la UNAM

12 parte (virtual) del 6 al 24 de enero | 2° parte (presencial) del5 al 7 de febrero de 2025



https://sites.google.com/im.unam.mx/10escuelaoaxaqueademates/

GRACIAS POR SU ATENCION

bruno@im.unam.mx



Parientes de grupos de trenzas

COXETERY
ARTIN-TITS

* Los grupos generados por
reflexiones son grupos de
Coxeter.

Al quitar la involucion de la
relacion de los grupos de Coxeter
obtenemos los grupos de Artin -
Tits.

El ejemplo estrella es:

Coxeter = Simétrico
Artin = Trenzas
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Grupos de Coxeter de tipo finito (esféricos)

- Los grupos de Coxeter de tipo finito son grupos generados por reflexiones en R™ que inducen una teselacion en
la esfera.




Grupos de Artin de tipo finito (esféricos)

Veamos como funciona con las trenzas

0:A(IN » W ()

. W() - A(T)

Con este orden los grupos de Coxeter forman una reticula ((i.e.
Va,b € W 3 mcd(a,b), mcm(a,b)))

Este orden lo podemos extender al monoide de las trenzas
positivas B,

VB € B} B exisisten Unicos wy, ..., w, € S, tales que

b =t(w)t(wyz) - t(Wi)

Garside — Brieskorn+Saito - Deligne




La relacion Coxeter — Artin sigue siendo misteriosa

- Decimos que I' es de tipo euclideano o afin si W (I') actia geométricamente en R®

Teorema (Coxeter - Tits) Sea I’ una grafica de Coxeter, W (I') es de tipo euclideano siy sélo si I' es una de las

siguientes graficas
4
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Otras estructuras para los grupos de trenzas y de Artin

Teoria de Garside

Estructura dual para los grupos de Artin
tipo esférico

T ={wsw™l|seSweWw}
(conjunto de reflexiones en W)

T es un conjunto generador para W

Consideramos el orden dado por [

Al considerar los intervalos maximos dentri
del grupo con este orden obtenemos las
llamadas

Particiones no cruzantes de W
Estas forman una reticulay nos da una

estructura de Garside distinta a la obtenid
originalmente




La relacion Coxeter — Artin sigue siendo misteriosa

- Decimos que I' es de tipo euclideano o afin si W (I") actia geométricamente en R®

Teorema (Coxeter - Tits) Sea I una grafica de Coxeter, W (T') es de tipo euclideano siy sélo si I es una de las
siguientes graficas

En general para los grupos de tipo
euclideano no se han logrado resolver
estos problemas

+ Conjetura K(m, 1)
+ WP +CP +FN




Concluyendo

1. Resolver el problema de la palabra en un grupo puede ser bastante complejo, pero si de alguna manera
logramos darle una estructura de Garside, obtendremos muchas propiedades gratis

2. Apartirde un COPO etiguetado adecuadamente podemos obtener
- Un monoide, un grupo y un complejo simplicial (un modelo del grupo)

- Siademas el COPO es una reticulay cumple algunas otras propiedades, tenemos una estructura de
Garside para nuestro grupo ((maravilloso))

- Reto: encontrar/ construir este tipo de COPOs !!!

3. ¢Podriamos encontrar otras estructuras de Garside para los de tipo esférico?
- Barot-Marsh // Grant-Marsh — dan otras presentaciones usando mutaciones en carcajes

4. iii Los grupos de Artin-Tits euclidianos siguen siendo misteriosos !!!
- Estudiarlos a través de sus grupos de Coxeter (i.e. grupos de isometrias en R™)

- Construir algun COPO que logre modelarlo adecuadamente
- Estudiar su combinatoria a través de su comportamiento local
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