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1. Introduccion
Motivacion

[1] Davies, A. et al. Nature 600, 70-74 (2021).
" Advancing mathematics by guiding human intuition with Al".

Mark Lackenby: "/ was very struck at just how useful the
machine-learning tools could be as a guide for intuition.”

Jeffrey Weeks: " Getting the computer to seek out patterns takes the
research process to a qualitatively different level.”
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1.0. Teoria de Nudos

Definicidon

Un nudo es un encaje (suave o lineal por pedazos) f : S' — R3 (a
veces se consideran encajados en S3).

José Frias (Facultad de Ciencias, UNAM) |Polinomios de graficas listén y descomposicic 6 de diciembre de 2024 3/45



Dos nudos Ky y Ko son equivalentes si existe una isotopia de ambiente en
R3 que lleva a Ky en Ko.

il

Definicidon J
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Teorema

Dos nudos Ky y Ko representados por diagramas Dy y Dy son

equivalentes si existe una sucesion finita de movidas de Reidemeister que
llevan D1 en D;.

D =X X

T

f R3
R1

) 1)
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Invariantes de nudos

Binarios: alternancia, hiperbolicidad.

Numéricos: nimero de cruces, nimero de puentes, signatura.
Geométricos: exterior, volumen, pendiente natural.
Polinomiales: Alexander, Jones, HOMPFLY.

Homolégicos: homologia de Khovanov, homologia de Floer.
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Invariantes polinomiales de nudos

Polinomio de Alexander

@ Propuesto por J. W. Alexander en 1923, como el generador de un
ideal principal de un Z[t, t~!]-médulo obtenido a partir de la cubierta
ciclica infinita del exterior del nudo.

@ Es un polinomio de Laurent simétrico en una variable y se denota
como Ak(t) € Z[t, t71].

Polinomio de Jones

@ Introducido por V. Jones en 1984, como una traza de una
representacion del grupos de trenzas en un algebra (en ciertos

modelos fisicos).
@ A cada nudo o enlace orientado K le asocia un polinomio de Laurent
en la variable t1/2, que se denota por Vi(t).
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Relaciones de Madeja (Skein relations)
Lo,L+ y L_ son tres diagramas de nudos o enlaces orientados que difieren
en un cruce por:

KX BE)E)

Polinomio de Jones

(i) Vo(t) =1

(i) (tY2 —t7Y2) vV (t) = t71 VL, (t) — tVi_ (1)
Polinomio de Alexander-Conway

(i) Vo(2) =0

(i) Vi (2) = Vi_(2) = 2V,(2)
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Tablas de Nudos

Con el uso de invariantes mas sofisticados y un creciente poder de
computo se cuenta con tablas cada vez mas extensas de nudos primos,
incluyendo algunos invariantes (la tabla de Rolfsen, Knot Atlas por Bar
Natan, Knotlnfo por Cha-Livingston, etc.)

#C |0|3|4|5]|6|7|8|9]10
#PK |1 |1]1|2|3|7|21|49|165

#C | 11 12 13 14 15
#PK | 552 | 2,176 | 9,988 | 46,972 | 253,293

#C 16 17 18 19
#PK | 1,388,705 | 8,053,393 | 48,266,466 | 204,130,458

Legend: Number of Crossings denoted by #C and number of Prime
Knots dentoted by #PK

José Frias
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1.1 PCA en el estudio del polinomio de Jones
(R. Sazdanovic, J. Levitt, M. Hajij)

Dataset asociado al polinomio de Jones

Se convierte el polinomio de Jones de cada nudo K, J(K) = Vk(q), a
un vector de coeficientes en R" alineados con relacién a q°.

K J(K) q°

01 1 (0,0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)
mir(31) | ¢+ ¢* — ¢* (0,0, 0 0,1, 0, 1,-1, 0, 0, 0)

4 g2-qgl+1—q+4¢® (0,1,-1, 1,-1, 1, 0, 0, 0, 0, 0)
mir(5y) | 2+ -+ —¢" (0,0, 0,0 0,1, 0, 1,-1, 1,-1)
mir(59) |g— ¢ +2¢3 —¢* + ¢ — ¢° (0,0, 0, 0, 1,-1, 2,-1, 1,-1, 0)
mir(61) (¢ 2—¢ ' +2-2¢+¢> - ¢ +¢* (0,1,-1, 2,-2, 1,-1, 1, 0, 0, 0)
mir(6s) | g1 — 1+ 2¢ — 2¢% + 2¢° — 2¢" + ¢° (0,0, 1,-1, 2,-2, 2,-2, 1, 0, 0)

63 |—qg3+20 2 -2 +3-2+2¢ - |[(-1,2,-2, 3,2, 2,-1, 0, 0, 0, 0)

José Frias (Facultad de Ciencias, UNAM) |Polinomios de graficas listén y descomposicic 6 de diciembre de 2024 10 /45



La nube de puntos X C R" para el andlisis serdn los vectores de
coeficientes de los polinomios de Jones de los 9,755,329 nudos con a lo
mas 17 cruces, con la métrica /. Consideremos las filtraciones en X:

@ Sea Jy los vectores de coeficientes de polinomios de Jones de nudos
con a lo mas k cruces. La filtracién por cruces de X es:

f[3] C .7:[4] c---C f[17] =X

@ Sean 0 < ry <rg < --- < ry tales que F,, C X son los puntos de
norma acotada por r; y tiene cardinalidad |X|/2'. La filtracién por
norma de X es:

Frp CFpyC--CFp=X

José Frias
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PCA en la filtracion por norma

08
\ — 12 norm <= 20.07 104
07 \ 12 morm <= 25,63
\ —— 12norm <= 33.36 i
06 \\ — I2norm <= 45.02 y
\ —— 12 norm <= 64.79 €
8 o5 —— 12 norm <= 106.19 § o8
H 12 norm <= 214.5 3
5 —— 12 norm <= 1972.25 H
> o4 %07
2 g
H 3 — 12 norm <= 20.07
G 2 o061 —— I2 norm <= 25.63
H & —— 12 norm <= 33.36
02 2 — 12 norm <= 45.02
3 951 — 12 norm <= 64.79
01 — [2 norm <= 106.13
041 —— [2 norm <= 214.5
00 — 12 norm <= 1872.25
10° 10! 100

principal component number principal component number

Izquierda: num. de componente principal vs. factor de varianza
normalizado.

Derecha: num. de componente principal vs. acumulado de factores de
varianza normalizados.

Observacion: Para ry el acumulado S3 > 0.988, luego X "aproxima” a
una 3-variedad.
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— PCA1l
07] — Peaz /

explained variance

all jones date points with 12 norm less than or ecual to x value

Izquierda radio de la filtracién vs. factor de varianza normalizado.
Derecha: radio de la filtracién vs variacidén de la componente principal
(radianes).

Observacidn: Las tres primeras componentes principales tienden a
estabilizarse al incrementar el radio de la filtracién.
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PCA en la filtracion por cruces

—— number of crossings <= 11 1.00
57 ~—— number of crossings <= 12
9 —— number of crossings <= 13
s — numberof crossings <= 14 | g (g0
—— number of crossings <= 15 s
y —— number of crossings <= 16 E
£ 03 number of crossings <=17 | =
5 2 090
3o g
: 5
5 =
o3 2 oes number of crossings <= 11
3 & —— number of crossings <= 12
02 H number of crossings <= 13
2 number of crossings <= 14
i 0.80 —— number of crossings <= 15
—— number of crossings <= 16
00 —— number of crossings <= 17
10° 10t 10° 10t
principal component number principal component number

Izquierda: num. de componente principal vs factor de varianza
normalizado.

Derecha: num. de componente principal vs acumulado de factores de
varianza normalizados.

Observacion:;?
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08
14
07
12
06
2 os — PCAl e
3 — PCA2
2 0.4 — PCA3 08
7 — PcA4
303 — BB 0.6
2 — PCA6
H
02 0.4
01 02
00 00
1 12 13 14 15 16 17 12 13 14 15 16 17

all Jones data points with number of crossings less than or equal to x value

Izquierda: numero de cruces vs. factor de varianza normalizado.

Derecha: nimero de cruces vs. variacién de la componente principal
(radianes).

Observacidn:; Qué explica esa aparente periodicidad en la variacién de las
componentes principales?
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1.2 Ball Mapper y la relacién de los polinomios de Jones y
Alexander con la signatura
(R. Sazdanovic, P. Dlotko)

Teorema (Garoufalidis 2003)

Para todos los nudos simples de hasta 8 cruces y nudos toroidales, el
polinomio de Jones coloreado determina la signatura del nudo

Conjetura

El polinomio de Jones coloreado Jy 4(K) de un nudo simple K
determina o(K).

Folklore: El polinomio de Jones determina la signatura pero el
polinomio de Alexander no.
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Polinomio de Alexander

Anilisis exploratorio de la grafica BM de los datos del polinomio de
Alexander de nudos con hasta 17 cruces.

(A) Crossing number (B) Alt vs. non-alt (c) signature
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Polinomio de Jones

Gréfica BM de los datos del polinomio de Jones de nudos de hasta 17
cruces coloreada por niimero de cruces.
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Polinomio de Jones

Gréafica BM de los datos del polinomio de Jones coloreada por valor de
signatura.
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1.3 Al en el estudio de la relaciéon entre invariantes
hiperbdlicos y la signatura
(A. Davies / DeepMind, M. Lackenby, A. Juhdsz)

[1] Davies, A. et al. Nature 600, 70-74 (2021).
Advancing mathematics by guiding human intuition with Al.

Conjetura (Conjetura del volumen)

Sea K C S® un nudo hiperbdlico. Entonces

. 2mlog|(K)n| L Jk.n(q)
I\}E\noo N N VO/(K), <K>N - q_J(Ingri/N JO,N(q)
Conjetura

Existen constantes c¢; y ¢, tales que para todo nudo hiperbdlico K se
satisface:

|20(K) — slope(K)| < civol(K) + ¢

v
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Teorema
Existe una constante c tal que para todo nudo hiperbdlico K se satisface:

120(K) — slope(K)| < c - vol(K) - inj(K)™3
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2. Polinomios de graficas liston y el estudio de
3-variedades

2.1 Graficas de Heegaard
Definicién
Un cubo con n asas M es una 3-variedad compacta, conexa, orientable

con OM = () que contiene n discos D1, ..., D, propiamente encajados y
ajenos por pares tales que M| U; D; es homeorfo a una 3-bola.

@29
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Descomposiciones de Heegaard

Sean H; y H» dos cubos con asas de género ny sea f : 9H; — OH» un
homeomorfismo que invierte orientaciéon. Construimos la 3-variedad
compacta y orientable M = H; Ur H, obtenida a partir de H; LI H, al
tomar el cociente dado por x ~ f(x) para cada x € OH;.

H; H,

A la factorizacion M = Hy Ur Hy le llamamos una descomposicion de
Heegaard de M de género n.

Teorema

Sea M una 3- variedad compacta, conexa, orientable y sin frontera
(triangulable/Moise). Entonces M tiene una descomposicion de Heegaard.

José Frias
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Diagrama de Heegaard

Sea M = H; Ur Hy una descomposicién de Heegaard de género n y sea

Y = J0Hy = OH,. Sea {Dy,...,D,} y {D1,...,D,} familias de discos
propiamente encajados que descomponen a H; y Hb, respectivamente, en
3-bolas. Sean A = {«a; = f(0D;)} y B = {Bi = 9D!} dos familias de g
curvas en X. A la terna (X, A, B) le llamamos un diagrama de Heegaard
de M.

José Frias  (Facultad de Ciencias, UNAM) | Polinomios de graficas liston y descomposicid 6 de diciembre de 2024 24 /45



Grupo Fundamental

Sea M la 3-variedad que tiene el siguiente diagrama de Heegaard:

Xy X

1

Entonces m1(M) = (x1, x2 | x1x2x1x2_1x1_1x2_1,x1x2x1_2x2x1x2_1> por el
Teorema de Seifert-Van Kampen.
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2.2 Polinomios de graficas listén

Definicién

Sea F una superficie c.c.s. Una grdfica G C F se dice encajada
celularmente si cada componente en F \ G es homeomorfa a un disco.

Definicion

Una superficie compacta y con frontera, F, se dice una grafica listén s/
admite una desomposicion en asas comenzando por una familia de 0-asas
Vi,Va...,Vmn y una familia de 1-asas e, ..., e, 'pegadas’ a las 0-asas a lo
largo de arcos disjuntos en | J Ov;.

Definicion

Dos grdficas celularmente encajadas Gi C F1 y Gy C F» en superficies
c.c.o.s. F1 y F, son isomorfas como graficas encajadas celularmente si
existe un homeomorfismo ¢ : F; — F, tal que su restriccion es un
isomorfismo de graficas entre Gy y G.
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Graficas encajadas celularmente en superficies y graficas liston

@Qca)

homeo
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El polinomio de Tutte

Definicion

Sea G una gréfica finita. El polinomio de Tutte, T(G; x,y) € Z[x, y], se
define como:

T(Gxy)= 3 (x— DKA-KE)(y _ 1)k +e(A)-v(S)

E(A)CE(G)
V(A)=V(G)

donde:

e(G) =t de aristas de G.

v(G) :={ de vértices de G.

k(G) :=# componentes conexas de G.

Propiedades:

@ Introducido por Tutte en 1954 y generaliza a los polinomios crématico
y de flujo en graficas.

@ Codifica el niimero de arboles maximales de una grafica conexa.
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El polinomio de Penrose
Definicion
Sea G una gréfica encajada celularmente en una superficie F y sea Gy, la
grdfica medial de G. El polinomio de Penrose, P(G; \) € Z[)\], se define
como:

P(GA) = > (—1)7rle)

SGP(Gm)

donde:
P(Gm) = conjunto de estados de Penrose de G,,.

cr(s) := 1 resoluciones tipo cruce del estado s.
c(s) := 4 componentes de frontera del estado s.

Propiedades:

@ Introducido por Penrose en 1971 y extendido en 2013 por
Ellis-Monaghan y Moffat para gréficas en superficies.

@ Esta relacionado con el nimero de coloraciones de la gréfica.
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El polinomio liston (Bollobas-Riordan)

Definicidn

Sea G una gréfica listén encajada en una superficie c.c.s. El polinomio
listén, R(G;x,y,z,w) € Z[x,y, z,w]/w? — w, se define como:

R(G, X, Y, 2, W) = Z (X _ ]_)r(G)*r(A)y”(A)Zk(A)*f(A)JF”(A)Wt(A)
E(A)CE(G)
V(A)=V(G)
donde:

e(G) := 4 de aristas de G.

v(G) =t de vértices de G.

f(G) := & componentes de frontera de G.
k(G) :=# componentes conexas de G.
r(G) :== v(G) — k(G)

n(G) :=e(G) — r(G)

t(G) := 0 si G es orientable y 1 si no lo es.
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Ejemplo de cdlculo del polinomio listén

A ribbon graph G

@> G Qe &

[x—1)0y2:20 (x—1)0pl0y0 (x—1)0p1z0y0 (x— 1)yl
(x— 1)y "0 (x—1)%%"W? (x—1)%"° (x—1)"%""

Computing the ribbon graph polynomial of G, R(Gix,p.zw) =y + xp + v+ x + 1

Complejidad: Una gréfica listén G tiene 2/E(®)l estados (el conjunto
potencia de E£(G)).
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Programa para el calculo del polinomio listén
) Figure 2 - O X

Ribbon Graph Polynomial

10.0
7.5 A

5.0 4

o
©
o

—5.0 1

=gy

—10.0 1

# €3] $Ql=
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Programa para el calculo del polinomio listén

(%) Figure 2 - O %

Ribbon Graph Polynomial

10.0 1

7.5 1

5.0

2.5

0.0

254

—5.0 1

e

=10.0 1

a €3 +al= m
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2.3 Construccién de las bases de datos (intento 1)
Polinomio listén

L(3,1): 6%x + y* a*z ¥ | Gry**3Hgakn | [2kpReDkzHkD | JHyRKD 4 JRyk(x 1) + 20%y + (x - 1)**2 + 6

L(3,2): 6%x + y**4*z¥¥D f Ghy**3¥z¥*D  12¥yRADRZHRD | IRy HHD 4 FRyK(x - 1) + 20%y + (x - 1)**2 4+ 6

L(5,1): 80%x -+ y**6*z¥%2 1 L0%y*¥B5¥z¥5D | 4D*y**4*z*%D | S*y**q | BURy¥*3¥z%k0 | 10%y**3¥(x - 1) 4+ 40%y**3 +
BO*y*H¥ZF¥D - 10*¥yF*2¥(x - 1)¥*2 + 60*Fy**2¥(x - 1) + 120%y**2 4 5¥y*(x - 1)**3 + 40*y*(x - 1)**2 + 120*y*(x - 1) +
102%y + (x - 1)**4 + 10%(x - 1)**3 + 40%(x - 1)**2

L(5,2): 110%x + y**6*z*¥2  L0*y**¥G*z%kD | AB*y*kqszak) L GRyk*Zh k40K (x | 1) 4 110Ky*¥3¥z¥%D 4 10%y**3 +

0%y FRDRZRRDH(x - 1) + 125FyF*D*¥4D | 10Ky ¥¥2¥(x - 1) + BO*y¥*2 + 10%y*(x - 1)**2 + 85*y*(x - 1) + 222%y + (x -
1)%*%4 4 10%(x - 1)**3 + 45%(x - 1)**2 + 15

L(5,3): L10%x + y**G*z¥¥2  L0*y*¥Brz%kD | 4B*y*kqspxD | GRyk¥Zh k40K (x | 1) | 110%y*¥3¥2¥42 4 10%y**3 +
20*y*HRXZ*ADK(x - 1) 4 125Fy**2¥Z¥*Q 4 10¥y**2¥(x - 1) + 80*y**2 4 10%y*(x - 1)**2 + 85*y*(x - 1) 4 222%y + (x -
1)%*%4 4 10%(x - 1)**3 + 45%(x - 1)**2 + 15

L(5.4): 80%x + y**6*z**2 | 10%y*kGrzHxD | 40*yH*gkkkD | BRyhkg | BO*yHRTRRKD | 10KyRRSH(x - 1) + 40*y**3 4
BO*y*H2kZH%D | 10%y*HDK (x - 1)%*¥2  GOFYR*DK(x - 1) + 120%y*H2 + Bry*(x - 1)%*3 4 40%y*(x - 1)%*2 + 120%y*(x - 1) +
102%y + (x - 1)%%4 + 10%(x - 1)**3 + 40%(x - 1)**2

Polinomio de Tutte

L(3, 1): y**4 4 2ky**3 o x¥*D o Bkcky - B*y**D x4y

L(4, 1)1y**5 4 By *4 4 x**3  4RHK0ky | GHoky ¥R | GF*XZ | kKD | A%ycky 4 AXyRRD 4ox Ly

L(5, 1):y**6 + 4%y**5 4 xk4 4 BRokxgry | 10Ky kR0 4 10%cky**3 4 10%y**4 | x¥*3 4 Bhckkky 4 10%x*y**2 4+
10%y**3 + x*¥*¥2 + B¥x¥y + B*¥y**2 + x 4y

L(5, 2): y*¥*6 + 4*¥y**5 4 x*}*4 4 BRxKy**3 L 10¥y*R*4 4 6¥x*H3 4 10*x*¥*2¥y  15¥xKyRRD 4 15Ky*RZ - 11HK*2
20*x*y + 15*y**2 4+ 6%x + 6%y

L(6, 1): y**7 + 5*y**6 | x*¥*5 | GXxk*a%y | 15KxXKFRy*RD | DORuHHDR KRG | [BkxkyRkA | IBHyRXG | xkkg | GHxk*Hy
4 1BKxKR¥yRED | 0¥ xKy**3 - DO¥yFK4 4 xKFKZ - G¥xKH2¥y | 15FxKy**2 - 1B¥yF*Z 4 x¥K2 4 6¥xFy + 6F¥yRHR2 4 x +y
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Polinomio de Penrose

L(3,1): z**4 4 z¥*3 - 6%2**2 + 4%z

L(3,2): z**4 4 z¥*3 - 6%2**2 + 4%z

L(8,1): 2%%6 - B*7**5 + 30%7%%4 - 88%7**3 | §8%z**2 - 30%z

L(4,3): z**6 - 8%z**5 + 39%z**4 - 88¥z**3 | 88*z**2 - 32%z

L(5,1): z**6 + 21*z**5 - 110*z**4 + 200*z**3 - 160*z**2 + 48*z

L(5,2): z**5 - 10%2**4 + 45%z%*3 - 64*z**2 + 28*z

L(5,3): 2%*5 - 10%2%%4 4 45%7%*3 _ 64%7**2 4 28%z

L(6,1): z**8 - 12%z*%*7 4 123%z%*6 - 532*z**5 4 1140%z**4 - 1312%z**3 | 784%z**2 - 102*z

José Frias
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Esfera homolégica de Poincaré.

Tiene polinomio listén

414720%x + y¥¥13¥Z¥*G | 24FyRRIDRZRRG | DEBHYRRLTHZRHL | BHYFKITHZHHD | GFyFF10%Z¥HA¥ (x - 1) + 1844%y*¥10%z**4
4 IBKyRRLO*ZFHO¥(x - 1) 4 180%y*¥*10¥2%*%2 4 110¥y*¥O¥z¥¥4%(x - 1) + BT04*y*¥Q¥z¥¥4 L L 1*y¥¥Q*Z¥¥0¥(x - 1)¥*2 4
2TOXYRFOHRZRHRD¥(x - 1) + 18BBHyFFO*ZH*D | 15Ky ¥*Q | GHyFHGHZFKAK (5 - 1)¥F2 | QOBHyF*G¥Z¥*4%(x - 1) +
205EXyFKGXLKKE L BRYRKGHLRKDK(x - [)¥K3 | D2DRYRRGRZIKDX(x - 1)¥XD 4 DEEKyKHGRZHROK (x - 1) 4 12244%y**8¥z**D 4
4O¥y XK (x - 1) + 328%y**G 4 10B*y*FTFZFF4% (x - 1)¥*2 4 43BFy*¥XTHZX*4H(x - 1) + 73088*y**¥7*z**4, .
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coo yRETHRZRRDR(x - 1)¥R4 - 1OBKYRRTHZRHDK(x - 1)*HK3 - QUDTHRYRRTHRZRRDK(x - 1)KHRD - 16174FyRHTHRZRRD*(x - 1) +
BA520*yFFTHZR2 | QLR FHTH(x - 1)¥*2 4 1020%y*¥7%(x - 1) + 3368%y**7 4 BFy**6F25%4% (x - 1)¥3 + 620Fy**6*z+*4*%(x -
1)%42 + 12044*%y**GH7*¥a%(x - 1) + 120024*y¥*G*7¥%4 | 30Ky *FGFzFF2* (x - 1)¥*4 | 10BGFy**6+7*¥2%(x - 1)%*3 +
1253G*y**G*7F 2K (x - 1)F¥2 4 G7212FyFFG*7¥4%(x - 1) + 173840%y¥FG*2¥%2  131Fy**6*(x - 1)**3 + 1848*y**6¥(x -
1)%%2 4 10048%y**6*(x - 1) + 21464%y**6 + AB*yR*GHZRRA%(x - 1)%K3 4 1736%y**¥5Rz**4* (x - 1)%%2 + 23008 y**5*z7**4*(x
1) + 150528*y*RGHRRY | QRyRRGELRRDK (x - 1)HRG | F00KyRRGHIAKDK (x - 1)KL 4 G5E0FYRHGHZARDK(x - 1)K*3 |
40104*y*¥5H K% 0% (5 1)¥%2 1 195140%y¥*5*74¥2% (x - 1) + 308960%y*¥5*7*4D | 168*y**5% (x - 1)**4 + D622*Fy**5*(x -
1)%%3 | 17718*y*¥5% (x - 1)%*%2 + G1028%y**5%(x - 1) + O344B*y**5 | OG*yF*a*ZH*L*(x - 1)%k3  D11DkyR*a*k7HkA¥(x -
1)%42 | 10648*y**¥a* k%% (x - 1) + Q0112%y**Fa*¥%) | 118*y**g*z k0¥ (x - 1)¥*5 | DG0GHy**4*F*D¥(x - 1)¥*4 +
DA3EB*YFFARLIDH(x - 1)*F3 | 126006*y*F4*ZF¥2%(x - 1)¥42 + 384606y **¥A*Z¥F0%(x - 1) + 636576%y*Fa*z**2 4 yH*a*(x -
1)%H7 G 16%y** 4% (x - 1)¥%6 + 308%y*¥*a*(x - 1)¥%5 4 36T0%y**4*(x - 1)¥*4 + 25126*y**4%(x - 1)%*3 + 103348*y**4%(x -
1)%%2 4 248024%y*¥4* (x - 1) + 286528%y*¥¥4 1 3G*y*FIHZRHDK (x | 1)F¥G 1 BLARyFFIRZFHDK(x - 1)¥¥5 | BA04*yRKHZRKD¥ (x
J1)FR4 - BOB2BRYRRIRIRHDK(x | 1)FKZ | 1020D4KyFHIRIRRDK(x - 1)KHD 1 AGABTERyR*IRIFRDK(x - 1) + 627520%y¥*3¥z¥%2 |
LRyRRTH(x L 1)RRG | T2XRRGH(x - 1)HRT | TE3RyRRTH(x - 1)RKG | 5OAD*RRIH(x - 1)FKG | 33022FyR*TH(x - 1)R¥4 4
137752%y**3%(x - 1)**3 4 383192*%y**3*(x - 1)**2 + 676640%y**3*(x - 1) + 611584*y**3 - GHy**¥¥*D¥(x - 1)*¥*7 4
I5G*y*F2*ZRHDK(x - 1)FHG + 1584y F*DHZHRDK (x - 1)¥KG | 10224%yR*DHzHFD¥ (x - 1)¥F4 | 4ADBGHFyF*DHZHHFD* (x - 1)¥*3 4
130432%y*H2kZF* D% (x - 1)¥%2 1 D50880%y¥*2*7*¥2* (x - 1) + 262144%y*¥DkzH5D | Gry**Dk(x - 1)¥*kg | 120%y**¥2*(x - 1)**8
T 1204%yRHOK (x - 1)FKT § B0BA*yFFD¥(x - 1)¥¥6 | 4000THy*¥2*(x - 1)¥¥5 1 149964%y*¥2* (x - 1)¥¥4 | 422248%y*¥2*(x -
1)**3 + 860944%y**2%(x - 1)**2 + 1171712%y**2*(x - 1) + 851968*y**2 + 4*y*(x - 1)**¥10 + 88*y*(x - 1)**9 + 928*y*(x -
1)*¥*8 + 6256%y*(x - 1)**7 + 30164*y*(x - 1)**6 + 109616*y*(x - 1)**5 4 306296*y*(x - 1)**4 + 654912%y*(x - 1)**3 +
1037248*y*(x - 1)%%2 + 1121792%y*(x - 1) + 656000*%y + (x - 1)¥¥11 + 24*(x - 1)**10 + 272%(x - 1)¥*9 + 1936*(x - 1)**8
+ 9692*(x - 1)*¥*7 + 36128*(x - 1)**6 + 103216%(x - 1)**5 4 228176*(x - 1)**4 + 386784*(x - 1)**3 + 485632%(x - 1)**2 -
226304

Tiene polinomio de Penrose

Z¥*¥12 - 24%z¥*11 + 553*z**10 - 6186*z**9 + 42664*z**8 - 193904*z**7 + 595168*z**6 - 1238528%z**5 + 1718528%z**4 -
1518592%z**3 4 770816*z**2 - 170496*z
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El caso de los espacios lente

Teorema (Clasificacién de espacios lente)

Los espacios lente L(p, q) y L(p', q') son homeomorfos si y solo sip=p'y
q = +q*(mod p).

v

Proposicién
SiL(p,q) y L(p,q") son espacios lente homeomorfos, entonces las graficas
listén asociadas a dichos espacios lente son isomorfas.

= 7

L(3,1) L(3,4)

v

José Frias (Facultad de Ciencias, UNAM) |Polinomios de graficas listén y descomposicic 6 de diciembre de 2024 38/45



L(3,1) L(3,-1)

Corolario

SiL(p,q) y L(p,q") son homeomorfos, entonces los polinomios de Tutte,
(Penrose, listén) asociados dichos espacios son iguales. Es decir, los
polinomios son invariantes de los espacios lente.
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W\

L(4,1)

Lema

Si G es la grdfica de Heegaard asociada a L(p, q), el coeficiente de la
potencia maxima de la variable y en el polinomio de Tutte es 1 y su
exponente es p + 1.
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Proposicién
Sea P(G; \) el polinomio de Penrose de la gafica celularmente encajada en
un toro correspondiente al espacio lente L(p, q), entonces

() P(G:A)(1) =0
(i) P(G;\)(2) = 2°
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De acuerdo al Teorema de Reidemeister-Singer, algunas operaciones
importantes en diagramas de Heegaard que preservan la 3-variedad son:
tomar la suma conexa de dos curvas en uno de los sistemas de curvas,
giros de Dehn a lo largo de fronteras de discos meridianos y las
estabilizaciones/desestabilizaciones. ; Cémo se comportan estas
operaciones con los polinomios?
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Construccidn de graficas de Heegaard de género dos

Lema

Las gréficas de Heegaard de género dos de S® obtenidas de tiineles de
nudos estdan encajadas celularmente en la superficie de Heegaard.

= o = &
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El arbol de tuneles de nudos

[1] S. Cho, D. McCullough, The tree of knot tunnels, Geometry and
Topology 13(2) (2006), 625-648.
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